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Exercice 1 [fonction de Green] On rappelle la formule de Stokes pour E champ de vec-
teurs ∈ C1(Ω,Rn)∩C0Ω̄ avec Ω ouvert borné régulier, et n la normale extérieur au bord.∫

Ω

∇ · E =

∫
∂Ω

E.n (1)

En déduire que pour deux fonctions u, v régulières (∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄)) de Ω→ R on a :∫
Ω

u∆v − v∆u =

∫
∂Ω

u
∂v

∂n
− v ∂u

∂n
. (2)

On définit la fonction suivante sur Rn \ {0}

Φ(x) :=


− 1

2π
ln |x| (n = 2)

1

n(n− 2)α(n)

1

|x|n−2
(n ≥ 3)

.

Soit f ∈ C2
c (Rn). On pose

u(x) =

∫
Rn

Φ(x− y)f(y)dy.

1. Montrer que u est bien défini et que u ∈ C2(Rn).

2. Montrer que −∆u = f dans Rn.

3. Donner une interprétation de ce résutat à l’aide de la distribution de Dirac.

On se place maintenant sur Ω. En utilisant la formule de Stokes, montrer que pour toute
fonction u, harmonique, régulière sur Ω :

u(x) =

∫
∂Ω

u(y)∂nΦ(x− y) +

∫
∂Ω

Φ(x− y)∂nu(y).

on suppose qu’il existe h : Ω× Ω→ R telle que pour x fixé :{
−∆yh(x, y) = 0 ∀y ∈ Ω
h(x, y) = −Φ(x− y) ∀y ∈ ∂Ω

En déduire qu’il existe une fonction G : Ω× Ω→ R telle que

u(x) =

∫
∂Ω

u(y)∂nG(x, y).

G est le noyau de Green. Donner une formule pour la solution dans le cas régulier de
l’EDP : {

∆u = f sur Ω
u = ϕ sur ∂Ω.
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Exercice 2 Attention il est difficile.

Exercice 3 Soit u : U → R, harmonique. On veut montrer que pour toute bouleB(x0, r) ⊂
U et tout multi-indice α d’ordre |α| = k :

|Dαu(x0)| ≤ Ck
rn+k
||u||L1(B(x0,r)). (3)

Avec

C0 =
1

α(n)
Ck =

(2n+1nk)k

α(n)
. (4)

1. Montrer que l’inégalité est vraie à l’ordre 0. Démontrer l’inégalité pour k = 1.

2. Montrer que si l’inégalité est vraie à l’ordre k − 1 alors elle l’est à l’ordre k.

Exercice 4 [harmonique entrâıne analytique] En utilisant l’inégalité (3), montrer toute
fonction harmonique u : U → R est analytique. C’est à dire que pour tout x0 ∈ U il existe
une boule ouverte B(x0, r) ⊂ U sur laquelle

u(x) =
∑
α

Dαu(x0)

α!
(x− x0)α.

Exercice 5 [Théorème de Liouville] Montrer que si u : Rn → R est harmonique, bornée
alors elle est constante.

Exercice 6 [Principe du maximun] Donner une preuve directe du fait que si u ∈ C2(U)∩
C(Ū) est sur-harmonique dans un ouvert borné U , alors

max
Ū

u = max
∂U

u.

Indication : Se ramener à une fonction strictement sur-harmonique.
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