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Exercice 1 [Equation d’advection, solution fortes]

Soit uy € CHR? R), b une fonction de R x RY — R telle que V- b € C}(R x R4 R)
(I'opérateur divergence n’agit ici que sur la variable d’espace R?). On considere I’équation
d’advection suivante d’inconnue u : R x R — R.

Ou+V-(bu) =0, V(tz)€RxR?
u(x,0) = g(x), Ve R

1. Définir les caractéristiques du systeme, et le flot associé t,y — X(¢,y).

2. On pose J(t,z) = det((V,X)(t,z)). Ecrire I'équation aux dérivées partielles satis-
faite par J.

3. Montrer qu’il existe une unique solution u € C*'(RxR?, R) donnée par u(t, X (¢,y))J(t,y) =
uo(y)-

4. Montrer que l'intégrale de u est conservée.

Exercice 2 [Equation de Hamilton-Jacobi] On se propose, dans cette partie, d’étudier le
probleme de Cauchy suivant pour I’équation de Hamilton-Jacobi

Owu(t,x) + H(x,dyu) = 0,V(t,x) € Rt x R" ]
{ u(0,z) = g(z), Vo € R™ (1)

Ona H(z,p): R*"xR" - R, g: R" —» R, u: R" x [0, +00[— R est 'inconnue, u = u(t, x).
Déterminer I'équation différentielle hamiltonnienne (d’ordre 1) que doivent vérifier les
caractéristiques ¢ — (z(t),p(t)) associées a 1. Donner également I’équation vérifiée par

o(t) = u(t,z(t)). On définit L(z(t),2(t)) = z(t)p(t) — H(z,p).

Exercice 3 [Equations d’Euler-Lagrange]

5 —
Soit F : {CO([071]7||H00) R

L de cl c.
v L), ), pde T

1. Montrer que f est C! et sa différentielle est :
A, (h) = [y h(t)GE(x(t), 2/ (1), 1) + I (£) 85 (w(t), 2 (1), £)dt

2. Soit F continue sur un [a, b] telle que pour h de classe C'* nulle aux bords, fab F(x)l (z)dx =
0. Montrer que F' est constante.

3. Soit & un point critique de F.

Montrer que ¢ — 25 (x(t),2'(t),t) est de classe C'. (On pourra introduire la primi-

tive de t — 9L (x(t),2/(t),1) )

Montrer que :

d OL , oL /
a%(x(t),x (t),t) + %(x(t)w (t),1)=0



Exercice 4 [Lien lagrangien, hamiltonien] On suppose que le lagrangien L (au moins C?)
satisfait les conditions suivantes :

L
q — L(q) est convexe et |l|im % = 4-00. (2)
q|—oo |
On définit la transformée de Legendre de L par :
L*(p) == sup{p-q¢—L(q)} VYpeR"™ (3)

geER™

1. On suppose que pour tout x € R", l'application v — p = D,L(x,v) est un
difféomorphisme de telle sorte que I'on peut définir un changement de variables
(x,v) — (z,p) et qu’ainsi on peut exprimer v comme une fonction v = V' (z,p) de x
et p. On définit alors 'hamiltonien H associé au lagrangien L par

H(x,p) = (p,V(x,p)) — L(z,V(x,p)).

Montrer que x(-) satisfait les équations d’Euler-Lagrange ssi (x(-), p(+)), avec p(t) =
D, L(x(t), (t)), satisfait les équations de Hamilton,

{a':(t) = D,H(x(t),p(t))
p(t) = —D,H(x(t),p(t

et que dans ce cas t — H(x(t),p(t)) est constant.

)). (4)

2. On va construire un candidat pour résoudre ’équation (1) en minimisant la fonc-
tionnelle d’action avec un terme supplémentaire prenant en compte la condition
initiale. Considérons la fonction

utt.0) = int { [ L6306 4(6))ds + 9200 by € CO.TLR) A0 = 2| )

Pour tout chemin v € C*([0, 7], R"), nous poserons y = v(0). On suppose que H
satisfait les hypotheses 2 et que g est lipschitzienne.

a) Montrer que pour tout z € R" et t > 0 on a
(a) que p

u(t, ) = min {u: (ﬂ) + g(y)} (Formule de Hopf-Lax).  (6)

yeR™ t
(b) Montrer que x +— u(t, x) est lipschitzienne uniformément en ¢ et que u(0,x) =
g(x), Yo € R™
(¢) Montrer que pour tout € R" et 0 < s <, on a

u(t,x) = min {(t — )L (%) + (s, y)}

(d) Montrer que u est lipschitzienne sur [0, +-00[xR".

(e) Conclure que la fonction u définie par la formule de Hopf-Lax (6) est différentiable
presque partout sur [0, +00[XR™ et est solution du probleme (1).

(f) réciproquement montrer qu’une solution de (1) vérifie (5).



