ENS TD 5 : Concentration compacité
EDP

Pour toute la feuille d’exercice on fixe € R? un domaine borné & bord régulier et

q = 2" tel que

qg 2 d

On s’intéresse a la meilleur constante de Sobolev c’est a dire au probleme de minimisation

suivant :

Ia(a) = Lga(a) = inf{ /Q V2

Exercice 1 [Homogéneité] Montrer que

0 siq #q
2 .
Ci%as siq =gq

Iy g ra () := {

et

|0 siq >q
Laale) = { Lhgra(a) siqd =gq°

ue C®(Q), /Q|uyq - @} .

(1)

Exercice 2 [Cas sous critique] On fixe 1 < ¢’ < ¢, montrer que l'infimum de I ; o(@)

est atteint.

Exercice 3 [Cas critique]

1. Montrer qu'il existe u € L4(Q2), Vu € L*(2), deux mesures de Borel p, v et une

suite de fonction u,, € C2() tel que [|u,||? = |u|? + v, |Vu,|> = |[Vu|? + p et

v =a. [ [9uP + @) = fafe)

Remarque : On appelle v et u les mesures de défaut de compacité.

(2)

2. En utilisant 'inégalité de Sobolev et le théoreme de Kondrasov montrer que V¢ €

C(RY),

1 1
isup ([ folto — )" < Ca [ o)
R4 R4

3. En déduire que pour tout borélien A € R?

N

V(A)1 < Cap(A)3.

(3)



. Soit N = {z € RYu({z}) > 0} € Q, ensemble des atomes de x. Montrer que N
est dénombrable ('ensemble sera noté {x;};en) et que pp > . p;0,;.

. Déduire des questions précédente que v << pet v="> ; Vj0g; avec
3
vj = v{xz;} < p;Cy.

. Montrer alors I'inégalité

(Rd uq+§j:uj)3> (/R |u|q)3+§jj(y§), (5)

En déduire I'alternative suivante

i) Soit [, |ul? =a et v =0.

ii) Soit u =0 p.p. et v = ady,.

. Conclure, en utilisant la forme des minimiseurs dans R¢ que seul (ii) est possible.
On a ainsi montré un phénomene de concentration pour les suites minimisantes.



