ENS TD 4 : EDP elliptiques
EDP

Exercice 1 [fonction de Green| On rappelle la formule de Stokes pour E champ de vec-
teurs € C1(Q, R") N CQ avec Q ouvert borné régulier, et n la normale extérieur au bord.

/QV-E:/BQE.n (1)

En déduire que pour deux fonctions u, v régulieres (€ C*(Q) N CY(Q)) de Q@ — R on a :

ov ou
Av —vAu = — —v—. 2
/qu vAu /muan Cw (2)
On définit la fonction suivante sur R™ \ {0}
1
——In |z| (n=2)
O(x) = 2m 1 1 .
(n>3)

n(n —2)a(n) |z
Soit f € C*(R™). On pose
ulw) = [ =)y
1. Montrer que u est bien défini et que u € C*(R™).
2. Montrer que —Au = f dans R".

3. Donner une interprétation de ce résutat a ’aide de la distribution de Dirac.

On se place maintenant sur €. En utilisant la formule de Stokes, montrer que pour toute
fonction u, harmonique, réguliere sur €2 :

ue) = [ alot(e—y)+ [ o p)oul)
o0 o0
on suppose qu’il existe h : 2 x 2 = R telle que pour z fixé :

—Ayh(z,y) =0 Yy € Q
hz,y) = —P(x—y) Vye o

En déduire qu’il existe une fonction G : 2 x 2 — R telle que

u(z) = / ()06 ),

G est le noyau de Green. Donner une formule pour la solution dans le cas régulier de
I'EDP :

Au=f sur()

U= sur 0S).



Exercice 2 Attention il est difficile.

Exercice 3 Soit u: U — R, harmonique. On veut montrer que pour toute boule B(xg, r) C
U et tout multi-indice o d’ordre || =k :

C
D ua)] £ S s steon )
Avec
1 (2n+ink)*
Co a(n) Ci a(n) (>

1. Montrer que l'inégalité est vraie a l'ordre 0. Démontrer 'inégalité pour £ = 1.

2. Montrer que si I'inégalité est vraie a 'ordre £ — 1 alors elle I'est a l'ordre k.

Exercice 4 [harmonique entraine analytique] En utilisant I'inégalité (3), montrer toute
fonction harmonique u: U — R est analytique. C’est a dire que pour tout zy € U il existe
une boule ouverte B(xg,r) C U sur laquelle

u(x) = Z M(:ﬂ — x9)“.

ol

Exercice 5 [Théoreme de Liouville] Montrer que si u: R™ — R est harmonique, bornée
alors elle est constante.

Exercice 6 [Principe du maximun] Donner une preuve directe du fait que si u € C*(U)N

C(U) est sous-harmonique dans un ouvert borné U, alors

maxu = maxu.
U ou

Indication : Se ramener a une fonction strictement sur-harmonique.

Exercice 7 [Principe du maximum et positivité] Soit v une fonction lipschitzienne et de
classe C' de R dans R. Soit uy € Cy(R,R). On s’intéresse aux deux problemes suivants :

ou ou _ *
Sz, t) +vgt(x,t) =0, x € R, t € RY, (5)
u(z,0) = up(x), z € R.

g—?(x,t)%—%(:v,t)zo, reR, teRY, (6)
u(z,0) = up(x), z € R.
1. Soit A, B € R t.q. A < ug(x) < B pour tout z € R. Soit u la solution (continue) de

5, montrer que A < u(z,t) < B pour tout z € R et ¢t € R. Montrer (en donnant
un exemple) que cette propriété peut étre fausse si u est solution de 6.

2. On suppose que ug(x) > 0 pour tout z € R. Soit u la solution (continue) de 6,
montrer que u(x,t) > 0 pour tout x € Ret t € R,.
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Exercice 8 [principe de comparaison.] Soit U C R™ un ouvert borné et g € C(0U). On
considere le probleme de Laplace :

—Au = 0 dans U
{ 7)

u = g sur OU

On note u, une solution de ce probleme.

1. Soit g1, g2 € C(0U). On suppose g1 > g2 sur OU et g1 # go. Montrer que ug, > ug,
sur U.

2. Soit g1, 92 € C(OU). Montrer que Vo € U, |ug, () — ug, (x)] < r%%X|gl — g

3. En déduire I'unicité du probleme de Laplace dans C*(U) N C(U).

On considere maintenant le probleme non linéaire suivant avec f croissante lipscit-
zienne :

{ —Au+ f(u) = 0 dans U

u = g sur OU (8)

Montrer que 'on a également un principe de comparaison pour des solutions régulieres.
En déduire I"unicité des solutions. Commencer par le cas linéaire f(x) =c-x

Exercice 9 [Formulation variationnelle, Probleme de Poisson et Principe de Dirichlet.]
Soit U un ouvert borné. On considere le probleme aux limites suivant :

9)

—Au = f dans U
u = g sur oU

1. Montrer I'unicité de la solution. (Ici et dans les questions suivantes AU est C1.)

On veut montrer que la solution du probléme de Poisson (9) peut étre obtenue en
minimisant une certaine fonctionnelle. Considérons donc la fonctionnelle d’energie

ol = [ (5Dul - wf) ds,

w appartenant a l'espace
A= {w e C*(U)|w = g sur OU}.
2. Montrer que si u € C?(U) est une solution de (9) alors

I[u] = min Iw]. (10)

weA

3. Inversement, montrer que si u € A satisfait (10), alors u est solution du probléeme
de Poisson (9).



Exercice 10 [principe du maximum ...]
Soit {2 C R™ un ouvert.

1. Soit G € C(R,R) une fonction de dérivée bornée telle que G(0) = 0.

— Montrer que, pour toute u € H'(Q), G ou € L*(Q).
— Montrer que, pour toute u € H'(Q), Gou € H'(Q) et que, pour tout j < n :

0;(Gou) = (G ou)dju.

considérer une suite (u,)nen de fonctions de classe C*(R™) telle que u, — u
dans H'(Q) et telle que (u,)nen converge simplement vers u, presque partout
sur €.

2. On considere 'opérateur suivant :

L(U)I Z 6’i(aij8ju)

1<i,j<n

ol les a;; sont des fonctions de L*>(€2), a valeurs dans R, telles qu'’il existe A > 0
vérifiant :

V(z,§) € QxR AP < Y ay(@)és.

1<i,j<n

Pour toute fonction u € H'(2), on dit que Lu = 0 au sens faible si :

voe @, Y [ a@oue) @)z o

1<i,j<n

On va démontrer le principe du maximum : si u € H'(2) N C%(Q) est telle que
Lu = 0 au sens faible et u < 0 sur 0f2, alors u < 0 sur tout (2.

3. Montrer qu'il existe G € C'(R) une fonction de dérivée bornée telle que G’ > 0 sur
10; +00] et G = 0 sur | — o0; 0].
— En considérant (Lu, G o u), montrer que [, [Vul[*G’(u) < 0.
— Conclure.

[Remarque : I'hypothese u € C°(Q) est superflue. La démonstration reste valable si on

suppose seulement que u appartient & H'(£2) et que sa trace sur 92 est négative.]

Exercice 11 [inégalité de Caccioppoli et régularité des fonctions harmoniques]
Soit  un ouvert de R™. Une fonction u € H'(Q) & valeurs réelles est dite harmonique
si

/ Vu-Veo=0, Ve H9).
Q
1. Supposons que u € C*(Q2) est harmonique et considérons deux boules concen-

triques B(r) CC B(R) CC € de rayons respectivement r > 0 et R > 0 (on a noté
CC la stricte inclusion). Montrer que pour tout ¢ € R, on a :

16
/ |Vul*dr < 72/ lu — c|* dx.
B(r) (R—=7)? Jpmr)\B0)
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introduire n € C°(Q) telle que 0 < n <1, n=1 sur B(r), n =0 sur Q/B(R) et
|Vn| <2/(R—r) et choisir ¢ = (u — ¢)n* comme fonction test.

2. Considérons une boule B(R) CC . Montrer que pour tout k£ € N*, il existe une
constante K (R, k) telle que pour toute u € C*(Q2) vérifiant Au =0, on a :

Nl yayy < K (R, K) / 2 de.
B(R)

3. Montrer que si u € H'(Q) est harmonique, alors u € C>(12).
introduire une approximation de ['unité.

Exercice 12 [ inégalité de Caccioppoli généralisée]
Soit € un ouvert de R™. Soit A = (a;;(z)) € L®(Q, M4(R)) une fonction a valeurs
matricielles et a > 0 tels que :

d
VZE & Q,Vg - Rd, a|§|2 S Z CL”(ZE)fzgj
ij=1
Soient b € L>®(Q,R?) et ¢ € L>®(Q, R). On considere opérateur linéaire défini par :

Lu = —div(A(xz)Vu) + b(z).Vu + c¢(z)u

= — Z O, (a35(2) 0y, u) + Z bi(2)0p,u + c(z)u.

ij=1 i=1

Soient f € L*(Q) et u € H'(Q) telles que Lu = f au sens des distributions. Soit @' C Q
un ouvert borné tel que ' C 2. Montrer que :

|Vul|?dr < C’/(u2 + f*)dx.
o 0

on pourra utiliser comme fonction test n*u ot n € C(Q) et vaut 1 sur €Y.



