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Avant-propos

Ce texte n’est pas un syllabus. Il peut étre considéré comme le “squelet-
te” d'un syllabus. Il contient tous les sujets traités au cours, les définitions,
quelques exemples mais surement trop peu, les formules et les tous les résul-
tats présentés au cours oral. Il ne contient par contre aucun raisonnement ou
des raisonnements trop succincts.

L’objectif poursuivi en écrivant ce document est de vous donner un sup-
port pour bien structurer vos notes prises au cours oral, et de vous donner un
texte qui reprend la matiére (non détaillée) du cours. Il sera mis a jour tout
au long du quadrimestre. Il est basé sur le syllabus de ’année 2011/2012 de
Denis Bonheure.
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Chapitre 1

Fonctions d’une variable complexe

Notre point de départ pour définir ’ensemble des complexes est 'hypo-
thése de l'existence d’un nouvel élément, que nous notons 7, tel que i = —1.
Bien entendu, i ¢ R. A partir de cette hypothése, nous définissons C par
R + iR, c’est-a-dire

C:={zx+1iy|z,yeR}

Tout complexe z s’écrit donc = + iy et cette représentation est unique, on
peut parler de I’écriture plate. En effet, si z peut s’écrire de deux fagons
différentes z = = + iy et 2 = u + iv avec © # u et y # v, alors on observe
que i = ﬁ € R ce qui est impossible. Puisque la représentation z = x + iy
est unique, on peut définir la partie réelle de z par Re (2) := x et la partie
imaginaire de z par Im (2) := y.

Les opérations + et - s’étendent simplement en utilisant la régle i = —1 :

(x+iy)+ (u+iv) = z4+u+i(y+v)
(z +iy) - (u+iv) = 2u+izv + iyu + iyv = 2u — yo + i(zv + yu).

En particulier, on observe que (x + iy)(z — iy) = 2* +y*> € RT. Cette
observation nous fait introduire deux quantités : le conjugué complexe de
2z = x + 1y est le nombre complexe Z = x — iy. Le module de z = x + iy est
le nombre réel positif |z| := v2Z = /22 + y2.

Elle permet aussi de calculer I'inverse du nombre 2z si Re z # 0 et Im 2 # 0,

1 T — 1y T —y Z
_ = : = + = — 1.0.1
sy (@) oy

1 .
> 22+ 4 Zl.Q_i_yZ 2|2
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1.1 Le plan complexe

Comme chaque nombre complexe z posséde une représentation unique
x + iy, on peut représenter graphiquement C dans le plan (voir F1G. 1.1) en
repérant la partie réelle de z sur I’axe horizontal et la partie imaginaire de z
sur l'axe vertical.

Les propriétés suivantes se déduisent de calculs élémentaires et s’inter-
prétent géométriquement : pour tout z,w € C, on a
Z+z of T » — z—.z;

29

(ii) z € R si et seulement si z = Z;

(i) Rez =

(iii) z = 2;
(iv) z+w=Z+Wet zw =Zw.

On s’appercoit aussi que le module de z est la longueur euclidienne du
vecteur (x,y) et posséde des propriétés semblables & la valeur absolue. De
plus, si Imz = 0, on a |z|c = |z|gr, ce qui justifie d’utiliser la méme notation
pour le module et la valeur absolue.

Rappelons que si z,w € C, alors

(i) |zw] = |z[[w];
(i) |Rez| < |z|, [Imz| < |z| et |2] = |Z];
(iii) |z| = 0 si et seulement si z = 0;
(iv) |z +w| < |z] + Jw]| (inégalité triangulaire) ;
(v) |2 = w| > |[z] = wl|;
)

o . Z
(vi) si z#0, 2z “ L
Nous terminons cette section en définissant les coordonnées polaires dans
le plan, qui ménent a la représentation sous forme trigonométrique des
nombres complexes dans le plan de Gauss. Si (z,y) € R x R, nous notons
r = /22 4+ y? et O 'angle, compté positivement, entre I’axe horizontal y = 0
et le vecteur (x,y). Le couple (r,0) donne les coordonnées polaires du
point (x,y). Il est courant de noter les coordonnées polaires d’'un nombre
complexe par (|z],arg z) ou arg z est appelé 'argument de z (voir F1G. 1.1).
On calcule aisément que = = r cos 6 et y = rsin . Tout nombre complexe

z peut alors s’écrire

z=rcosf +irsing = r(cosf + isinf) = re”.
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Im
z=a-+bi
bl-=-======= ©
|2
arg z
0 CIL > Re

FIGURE 1.1 — Illustration de nombres complexes dans le plan de Gauss

On observe qu’avec cette écriture, le produit de deux nombres complexes
21, 2z se réduit a multiplier les modules et additionner les angles :

2129 = 11 79e" = 11 (cos By + i sin 6, )ry(cos by + i sin By)
= r179(cos 61 cos Oy — sin 0, sin Oy + i(cos Oy sin Oy + sin O cos b))
= r1r2(cos(0y + 03) + isin(6y + 65))
_ T1T2€i(€1+02)-
En particulier, on obtient la formule suivante pour les puissances :

2" = |z["e™ = |z|"(cos nf + i sin nd),

valable également pour la racine n*™¢. Comme @ est déterminé & 27 prés, on
déduit de cette formule qu'un nombre complexe posséde n racines n'*™ :

1/n 0+ 2kr . 04 2knm
2k = |2|7"(cos ———— + isin ——),
n n

ouk=0,1,...,n—1.

Exemples 1.1.1. Avec z = /2 —1i\/2 on trouve |z| = 2 et § = arg(z) vérifie

cos(f) = ‘/75, sin(f) = —‘/75 donc 6 = —Z. Au final z = 2e~*1. Dans C les

racines de z> =1 sont 1 et —1.



10 CHAPITRE 1. FONCTIONS D’UNE VARIABLE COMPLEXE

1.2 Fonctions d’une variable complexe

Nous allons considérer des applications dont la variable est un nombre
complexe et dont I'image est un sous-ensemble du plan complexe. Nous adop-
tons les notations suivantes. Si f : C — C : z — f(z), nous écrivons z = z+iy
ou x est la partie réelle de z, y est la partie complexe de z et puisque f(2)
est un nombre complexe, nous écrivons

f(2) = Re f(z) + i Im f(2).

Comme tout nombre complexe a une partie réelle et une partie imaginaire,
nous pouvons en réalité voir f comme une fonction de deux variables et nous
noterons, avec un léger abus de notation,

f(Z) = f(x,y) = fl(x7y) +if2(17,y),

ou fi(x,y) est la partie réelle de f(z) et fao(x,y) est la partie imaginaire de
f(2). Ici, fi et fo sont des fonctions de deux variables réelles et a valeur réelle,
c'est-a-dire f1, fo : R? — R.

Exemples 1.2.1. — La fonction z — €* est réguliére en tout point. Dans
ce cas fi(z,y) = e”cos(y) et fa(x,y) = e sin(y).

— La fonction z — In(z), en tant qu’inverse de ’exponentielle n’est pas
bien définie. Il faut choisir une détermination de l’angle dans un inter-
valle de longueur 2w, par exemple [0, 27| puis on peut définir 'applica-
tion z = re? v In(r) 4+ i0 qui inverse bien 'exponentielle. Attention
une détermination de 'angle différente donnera une fonction "In" dif-
férente.

— Pour a € R, la fonction z — 2z n’est pas bien définie.

Nous transposons aux fonctions d’une variable complexe la notion de
continuité des fonctions de variables réelles.

Définition 1.2.2. Soit zyp € C. On dit que f : C — C est continue en
2o = To + ’lyo St
lim f(z) = f(z0).
On peut également voir la continuité & travers les fonctions f; et fs.
Proposition 1.2.3. Soit zg € C. On dit que f : C — C est continue en
20 = xo + 1Yo Ssi f1 et fo sont continues en (xq,Yo).
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esquisse de démonstration. si f et fo sont continues en (zg,yo), alors

lim  fi(z,y) = fi(zo, v0)

(z,y)—(x0,y0)

et
lim  fo(z,y) = fo(20, yo),

(@,y)=(z0,y0)

ce qui équivaut a

lim  (fi(z,y) +ife(z,y) = fi(zo, o) + ifa(zo, Yo),

(z,y)—(x0,y0)

soit

lim f(z) = f(20).

Z—20

Vocabulaire. Soient f: C — C et 2 € C.
— St f posséde une limite en zy, on dit que zy est un point régulier de
f.
- Si f n'a pas de limite en zy, on dit que zy est une singularité de f.
Dans ce cas Si 1/ f posséde une limite en zy, on dit que zy est un pole
de f. De plus si zg est un pdle et que k est le plus petit entier tel que

lim (z — 20)" f(2) < o0,

Z—r20
on dit que zy est un pdle d’ordre k.

Exemples 1.2.4. — La fonction z +— 1/z a une singularité en zo = 0.

— La fonction z + 1/2%, k € N, a un pole d’ordre k en zy = 0.

— La fonction z — €* est réguliere en tout point.

— Méme en prenant une détermination dans [0,2x[, la fonction z
In(2), en tant qu’inverse de l’exponentielle, n’est pas continue. En ef-
fet siIn est la fonction : z = e s In(r) +i0 on a 0 = limge,0€ =
limgee_o In(€) = limgee In(e'?™9) = limgc_o(27 —€) = 2. Ce qui
est une contradiction. On n’a plus de contradiction si on ne considére
que des complexes dont U'argument est inclus dans |0, 27[. I faut donc
pour définir un In complexe continue exclure toute une demi droite,
dans notre cas l'aze Re(z) > 0, du domaine de définition.
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1.3 (C-dérivabilité et les équations de Cauchy-
Riemann

Soit f : C — C. Importons a présent le concept de dérivée des fonctions
d’une variable.

Définition 1.3.1. Soit zo € C. On dit que f : C — C est C-dérivable en
zo 81 la limite

)~ T ()

Z—r20 Z — ZO
existe. Si f est C-dérivable en tout point d’un ensemble D C C, on dit que
f est holomorphe dans D.

Lorsque f est C-dérivable en 2y, on note

Puisque cette limite existe, elle ne dépend pas de la fagon dont on la calcule.
En prenant la limite successivement pour x — z en fixant y = y, puis pour
y — 1o en fixant x = xy, on obtient

f'(20) = 0z f1(x0, o) + 10y f2(20, Yo) (1.3.1)
= _iayfl (370, yo) + (9yf2(x0, y(]), (132)

ce qui méne aux équations de Cauchy-Riemann (CR)

9z f1(0,Y0) = 9y fa(zo, Yo) (1.3.3)
9: fa(z0, yo = —0y f1(0, Yo)- (1.3.4)

Les formules (1.3.1) et (1.3.2) permettent de calculer la dérivée en un
point. On montre par exemple que (e*)’ = e* ou encore que si zop € C, 1/(z —
20) a pour dérivée —1/(z—2)? au point z. Les équations de Cauchy-Riemann
permettent aussi de montrer que des fonctions ne sont pas C-dérivables par
exemple I'application z — Z ne vérifie pas les conditions de Cauchy-Riemann
et n’est donc pas C-dérivable.
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Remarque 1.3.2. En définissant les opérateurs de dérivée partielle le long
de z et Z :

0, = 9, — i0,,
ag - a:t + Z.ay,

on trouve pour une fonction f C-dérivable :

0.f = f'(2) 3.
o.f = 0. (1.3.8)

La deuzxiéme égalité code exactement les conditions de Cauchy-Riemann.

1.4 Intégrale le long d’un chemin

Définition 1.4.1. Un chemin dans C est l'image d’une application ~ :
[0,1] — C. Un chemin fermé dans C est l'image d’une application ~y :
[0,1] — C telle que v(0) = y(1).

Nous parlerons aussi de courbe pour un chemin, de contour ou lacet
lorsque la courbe est fermée.

Remarque 1.4.2. Un lacet posséde toujours une composante bornée dite
intérieur. On parlera de l’intérieur d’un lacet. Par exemple lintérieur d’un
cercle de centre 0 et de rayon r est le disque de centre O et de rayon r.

Si vy est un chemin dans C et f : C — C, on définit I'sntégrale curviligne

[ | F Dt

Exemple 1.4.3. Calcul de fy f(2)dz, pour la fonction z — Z sur le segment
[1—1i,1414]. On paramétre le segment [1 —i,1+1i] part — y(t) =1 —i+ 2ti.
On trouwve alors ' (t) = 2i, Z =~(t) =1 +i — 2ti. On en déduit donc

1
/f(z)dz = / (1 + i — 2ti)2idt = 2i.
v 0
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Théoréme 1.4.4 (PF). Soit D un morceau de C sans trous, v un lacet dans
D et f est holomorphe dans D, alors

A F(=)dz = 0.

Le méme résultat est encore vrai si f est seulement holomorphe dans D \
{#z1,...,2p}, p € N et Uintérieur du lacet v ne contient pas {z1, ..., 2, }.

C’est une propriété fondamentale des fonctions holomorphes. Nous nous
y référerons par la mention “(PF)”.

esquisse de démonstration. On admet qu’il existe une application U : R? —
C telle que :

0,U = f1 +ifs (1.4.1)
B,U = —fo +ifi. (1.4.2)

Cette application est obtenue grace aux hypothéses sur D et aux conditions
de Cauchy-Riemman. On trouve alors que

1
0

/ f(2)dz = / (i + if2)(@/(t) + i/ () dt (1.4.3)
- / O (Bt + / “OUyma (144)
:/0 %(U(m(t),y(t)))dtzo. (1.4.5)

]

Remarque 1.4.5. [l faut faire trés attention a l'orientation des contours.
Ici on prend toujours le sens trigonométrique quand on voit le contour depuis
son intérieur.

1.5 Conséquences de (PF)

1.5.1 Détecter une singularité

La propriété fondamentale des fonctions holomorphes permet de détecter
les fonctions qui ne sont pas holomorphes. En effet, s’il existe un contour
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tel que
S

alors f ne peut pas étre holomorphe dans la région du plan complexe délimitée
par le contour 7. Par exemple, la fonction f(z) = 1/(z — 2o) a une singularité
en zp. Il s’agit d’un poéle d’ordre 1. Si v est un cercle centré en 2y, on vérifie

que
1
/ dz = 271,
y zZ — 20

1.5.2 Invariance de l’intégrale le long d’un contour

Une deuxiéme conséquence de (PF) est la suivante : si deux contours 7 et

~9 contiennent toutes les singularités zy, 2, . . ., 2, d’une fonction holomorphe
sur D\{z1, 22, ..., 2, }, D étant supposé sans trous, et ont la méme orientation
alors

/% F(2)dz = L F(2)dz. (1.5.1)

1.5.3 Formule des résidus

La propriété (PF) conduit également & une fagon de calculer 'intégrale le
long d’un contour v d’une fonction f qui posséde des singularités a 'intérieur
de 7.

Définition 1.5.1. Soit f : C — C une fonction holomorphe sur D\{z1, z2, ..., 2, }.
Le résidu de f en z; est le nombre

Res(1)(z) = RUN(E) = 5 [ F(e),

ot C; C D est un cercle entourant z; et aucune autre singularité de f.

Exemple 1.5.2.
1

zZ— 20

Res( )(20) =1

Remarque 1.5.3. La valeur du résidu ne dépend pas du rayon du cercle pris
autour de la singularité, en particulier on peut faire tendre ce rayon vers 0.
Cette astuce sera utile dans de trés nombreuz calculs.
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Théoréme 1.5.4 (formule des résidus). Soit D un morceau sans trous du
plan compleze, f : C — C une fonction holomorphe sur D\ {z1,22,..., 2z}
et v un chemin fermé dans D, alors

C’est la formule des résidus qui affirme que lintégrale sur le contour vy
est égale a 21 fois la somme des résidus en toutes les singularités contenues
a lintérieur du contour 7.
esquisse de démonstration. On prend un petit cercle v; = C; (r;), autour de
chaque singularité z;, orienté positivement : v,(t) = z; +Tj€2i7rt avec t € [0, 1].
On considére le lacet " :
n
T=y=> v
j=1

Les hypothéses de la propriété fondamentale (PF) sont vérifiées pour le che-
min [" car par construction on a évité toutes les singularités. On en déduit
que fr z)dz = 0 et donc

/f dz—Z/c ) z—2mZRes

]

Cette formule sert a calculer de nombreuses intégrales. Dans les cas pra-
tiques il faut d’abord identifier les singularités a l'intérieur du lacet pour
lequel on calcule I'intégrale d’une fonction f. On calcule ensuite leurs rési-
dus.

Exemple 1.5.5. La fonction f(z) = 1/z(z — 1) a deuz pdles d’ordre 1. On
calcule Res(f)(0) = —1 et Res(f)(1) = 1. En particulier, si~y est un contour
qui contient 0 et 1, par exemple le cercle de centre 0 et de rayon 2 : Cy(2),
on a fﬂ{ f(z)dz =0.

Faisons en détail le calcul de Res(f)(0) = 2m fc ) f(2)dz. Tout d’abord

2imt

on parametre C;(r) part € [0,1] — v (t) = 7”62“” Ona donc Y (t) = 2imre
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Ce qui donne

1
Res(f)(0) = Sy /c‘( )f(z)dz (1.5.2)
1 r€2i7rt
- /0 e (o2t — 1) (1.5.3)

_ /1 L (1.5.4)

0 T62i7rt -1

Lintégrande reQ—}m_l tend vers —1 quand r tend vers 0. Le résidu étant indé-
pendant de r on en déduit que Res(f)(0) = fol(—l)dt =—1

1.6 Formule de Cauchy

Une autre application de la propriété fondamentale est la formule de
Cauchy.

Théoréme 1.6.1. Soit D un morceau sans trou du plan complexe et z € D.
Soit f une fonction holomorphe dans D, alors

10 = o [ 2w,

ot C C D est un cercle centré en z. C’est la formule de Cauchy.
Sin > 1, nous notons fr(2) = (f2)(2) et fX(2) = f'(2). La formule
de Cauchy généralisée affirme que

i) = g [ T

2 Jo (w— z)n
ot C C D est un cercle centré en z.

esquisse de démonstration. Soit z fixé. on considére la fonction w € C +—

JW=JE) En parametrant C par ¢ — () = z + re%™ on montre que

w—=z

/C—f(w) — /@) dw = / (f(z+7re™™) = f(z)) 2imdt.

1
w—z 0
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En passant alors a la limite quand r tend vers 0, on déduit de la continuité
de f en z que [, wdw = 0. Il vient

z

/ng(—z /f—z (>R€S<wl_z><z>=2mf(z>-

Pour la formule de Cauchy généralisée, on remarque que le membre de droite
de la formule de Cauchy est infiniment C-dérivable par rapport a z donc f
I’est également. En dérivant la formule de Cauchy par rapport a z on obtient
la formule de Cauchy généralisée. n

1.7 Série de Taylor et série de Laurent

Soit D un morceau sans trou du plan complexe et zyp € D. Si f est
holomorphe dans D, alors pour tout z € D, on a

oo
1 Fi( k
—f*(z0)(2 — 20)".
Z k! 0)
k=0
C’est la série de Taylor de f autour du point zy. On écrit

f(2) = ST, [f1(2).

Si f a une singularité en zy et est holomorphe dans D \ {z}, alors pour
tout z € D\ {2}, on a

ou

1 f(2)
W o /C (2 — zo)’““dz’

C' étant un cercle contenu dans D et entourant la singularité zy. Cette série
s’appelle la série de Laurent de f autour de 2y et on la note SL,,[f](z).
Si f est holomorphe dans D tout entier, la série de Laurent est une série de
Taylor. Il suffit d’utiliser la formule de Cauchy généralisée pour s’en rendre
compte.
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En pratique on utilisera peu souvent les formules pour les coefficients dans
les expressions des séries de Taylor et de Laurent. Par contre, il est tres utile
de se souvenir de la valeur de la série géométrique. Si |z| < 1, alors

> 1
z::zk:1—z'

k=0

On peut par exemple obtenir la série de Laurent suivante dans un disque
autour de 1 sans utiliser la formule des coefficients. En effet, si |z — 1] < 1,

Z(Z_—ll) :_zil'l—(i—z) :_zilz(l_z)n: Z(_l)k(z_l)k-

n=0 k=-1

Formules pour le calcul des résidus

Soit f une fonction holomorphe sur D\ zg, et >, ., ax(z — 20)* son déve-
loppement en série de Laurent on a :
1.
Res(f)(z) = a-1.

2. Si de plus zy est une singularité d’ordre £ pour f on a :

AR (2= 2)k f(2)
Res(f)(z0) = lim = ( k- 1)! )

Démonstration. On part de la définition du résidus pour f, on remplace f
par sa série de Laurent. Aprés échange de la série et de I'intégrale il ne reste
plus qua a_;. On utilise ici que fczo(z — 20)"dz = 2im pour n = —1 et zéro
sinon. La deuxiéme formule découle directement de la premiére. ]
Exemple 1.7.1. Calcul de la valeur de ['intégrale I = ffooo m La mé-
thode est systématique. On prolonge tout d’abord la fonction sur tout C :
Z > m On trouve les singularités de cette fonction : 1 et —i. Ensuite on
cherche a appliquer la formule des résidus. Dans notre cas comme on ne peux
pas prendre un chemin qui parcourt tout [—oo, +00| on va approcher cette in-
tégrale. On choisit donc un R > 0, qui aura vocation a tendre vers +oo et on
applique la formule des résidus sur l'ensemble D = {Im(z) > 0} N Do(R).
Seule la singularité i est dans D, on trouve que son résidu vaut 1/4i. Le
contour de D est composé d’une part du segment [—R, R|, l'intégrale sur ce
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segment tend vers I quand R tend vers +oo et d’autre part du demi cercle
supérieur de rayon R, on woit ict que ['intégrale tend vers 0 quand R tend
vers +00. On en déduit que I = 7.

1.8 Calcul d’intégrales par la méthode des ré-
sidus

Voir le chapitre sur la transformée de Fourier.



Chapitre 2

Séries de Fourier des fonctions
périodiques

Dans ce chapitre, on considére I'ensemble des fonctions 2mw-périodiques,
i.e.

{f[:R=>C| f(z+2m) = f(zx), YV € R}.

Notre objectif est d’associé a chaque fonction des “coordonnées”, c’est-
a-dire une suite de coefficients qui sont univoquement déterminé pour une
fonction donnée.

Rappelons que dans R?, tout point p est représenté par un triplet (x,y, 2)
de nombres réels. Chaque coordonnée représente la longueur des projections
orthogonales du vecteur p sur les axes construits sur la base orthonormée
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

Nous allons décomposer les fonctions périodiques dans une base ortho-
normeée.

2.1 Produit scalaire et norme
Définition 2.1.1. Soit f et g deux fonctions 2m-périodiques, continues par

morceauz, o valeur dans C (f,g € C°PM(R,C)). On définit le produit sca-
laire de f par g par :

(fq) = / " f(@)g(e) d,
21
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et la norme L? de f par :

1A= (11l =V ) = x)[? dx.

1. On dit que f est orthogonal a g si (f,g) = 0.

2. Une famille de fonctions (fy)kez est dite orthogonale si Yk # 1, fi et
fi sont orthogonal.

3. Si de plus Vk € Z, || fill2 = 1, on dit que la famille est orthonormal.
Remarque 2.1.2. La norme L? de f peut étre infini.

On vérifie aisément que les fonctions de la famille
{e* ke 7}

sont, orthogonales deux a deux. C’est donc une famille orthogonal. Par contre
les éléments sont de normes 27. On vérifie alors que la famille

{ex(t), k € Z}

des fonctions

est orthonormée, c’est-a-dire que

|0 sij#k,
<€f’e’“>_{1 si j = k.

Rappelons la formule fondamentale e?** = cos(kt) + i sin(kt).

2.2 Série de Fourier sous forme complexe

Définition 2.2.1. Soit f : R — C est une fonction 2w-périodique, continue
par morceaux, on définit sa série de Fourier par

t) _ Z@keikt,

kEZ
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ot les coefficients sont donnés par

— iﬂ /: f(t)e *tat.

Les (ag)x sont les coefficients de Fourier généralisés de f.
Dans la base des fonctions orthonormées ex(t), les coefficients de Fou-

rier s’écrivent
~ 1 n .
= (f,ex) = —= t)e "t dt

et la série de Fourier (sous forme complexe) de f est donnée par

Z ; oikt

keZ kez VAT

En pratique, on travaille avec les coefficients généralisés. Bien entendu,

on obtient la méme série de Fourier, que 1’on travaille dans la base normée
ou pas.

2.3 Série de Fourier sous forme réelle

Lorsque f est a valeur réelle, on s’attend a ce que sa série de Fourier soit
réelle. Ceci se vérifie plus facilement lorsqu’on considére le systéme orthonor-
mée

I .
cosnx, sinnz | n € Ng}. (2.3.1)

e

ou encore le systéeme orthogonal
{1, cosnzx, sinnz | n € Ny}. (2.3.2)

Dans ce systéme orthogonal, la série de Fourier sous forme réelle
d’une fonction f 2w-périodique s’écrit

(S)() =

0 .
3—1—; (ay, cos kt + by sin kt) ,
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ou les coefficients de Fourier ordinaires (par opposition aux coefficients
généralisés) sont donnés par les formules

1 ™
ak:—/ f(t)cosntdt, k>0,
7r —Tr

1 ™
bk:—/ f(t)sinntdt, k> 1.
T™J-n

Il est clair que si f est a valeur réelle, les coefficients a; et by sont réels
et donc la série de Fourier de f est réelle (ce qui ne se voit pas du premier
coup d’oeil dans le systéme composé des exponentielles complexes).

Remarquons également les propriétés suivantes. Si f est paire (c’est-a-
dire f(x) = f(—=x) pour tout z), alors tous les coefficients b, sont nuls
et la série de Fourier de f est une “série cosinus” :

(SHt) = % + i ay cos kt.
k=1

Si f est impaire (c’est-a-dire f(z) = —f(—x) pour tout z), alors tous les
coefficients a, sont nuls et la série de Fourier de f est une “série sinus” :

(SH) = Z by sin kt.

Ces propriétés découlent immédiatement du fait que l'intégrale sur [—m, 7]
d’une fonction impaire est nulle.

Relations entre les coefficients généralisés et ordinaires

Nous avons décrit la série de Fourier d’une fonction 2m-périodique sous
deux formes différentes (complexe et réelle). Les identités
1T

e =cosr+isinx et e =cosx —isinz,
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permettent de déduire les relations entre les coefficients de Fourier généralisés
et les coefficients ordinaires :

fo = V2ray = \/gao
fr= VQWOékZ\/g(ak—ibk), k>1,
flk =V 27T'Oé,]c = \/g((lk + Zbk), k Z 1,

2 A
ap = 20 = \/;fo

1 . .
V2

bk = Z(Ckk — Oé,k) =

et

ap = o + o =

Le calcul des coefficients généralisés est plus simple mais dans les applications,
la série de Fourier sous forme réelle est privilégiée, surtout lorsqu’on travaille
avec des fonctions a valeur réelle.

Un calcul formel méne a I'tdentité de Parseval

IFIP= D0 1P =2n Y Jaul

k=—o0 k=—o00

Cette identité permet de calculer la valeur exacte de certaines séries numé-
riques. Un exemple classique s’obtient en appliquant 'identité a la fonction
f(t) =t étendue par 2m-périodicité. Dans ce cas, les coefficients généralisés
sont ag = 0, o, = (—1)"/n si n # 0. L’identité de Parseval implique alors le
résultat (étonnant)

<1 T

— )
—~n 6

2.4 Dérivation et convolution

Certaines opérations de I'analyse sur les fonctions se traduisent de fagon
trés simple sur la suite des coefficients de Fourier.
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Regardons tout d’abord 'opération dérivée. Si f est une fonction dérivable
2m-périodique, nous pouvons utiliser la formule d’intégration par parties pour
calculer les coefficients de Fourier de f’ et obtenir

J?'k = Zkfk

La dérivation se traduit donc sur les coefficients par une multiplication (par
Une autre opération sur les fonctions se traduit facilement sur les coeffi-
cients. Il s’agit du produit de convolution.

Définition 2.4.1. Soient f,g deux fonctions 2mw-périodiques. La convolée
de f par la fonction g est la fonction

f*g:tH(f*g)(t)Z/_ﬂ F()g(t — 5) ds.

Le produit de convolution est commutatif. En changeant de variable dans
I'intégrale (prendre s = ¢ — 7), nous obtenons

| #@ate=syas= [ gins-myan

Il s’ensuit que fxg=g* f.

Cette opération se traduit par une multiplication sur les coefficients de
Fourier. Si ~, désigne les coefficients généralisés de f x g, ay ceux de f et fi
ceux de g, on obtient

Vi = 2w B

Des opérations a priori compliquées, se traduisent en des opérations al-
gébriques sur les coefficients de Fourier. Ces traductions sur les coefficients
de Fourier permettent par exemple de résoudre des équations différentielles
ou intégrales car les équations de départ se traduisent en des équations algé-
briques sur les coeflicients de Fourier qui sont souvent plus simples.



Chapitre 3

Valeurs propres et fonctions
propres d’opérateurs linéaires

Dans cette section, on considére des applications d’un espace vectoriel
dans un autre espace vectoriel (souvent le méme dans les applications). Le
mot “opérateur” sera utilisé pour qualifier ces applications. L’ensemble des
applications entre deux espaces vectoriels peut lui méme étre vu comme un
espace vectoriel en le munissant des opérations d’addition et de multiplication
par un scalaire.

La somme des opérateurs A : Vi — Vo et B : Vi — V5 est 'opérateur
A+ B: Vi — V5 défini par

(A+ B)v = Av + Bu,

pour tout v € V.
Le produit AA d’un scalaire A € C)et d'un opérateur A : Vi — V5 est
I'opérateur défini par

(AA)v = M(Av),
pour tout v € V.

3.1 Calcul formel sur les opérateurs

Définition 3.1.1. Soient Vi, V5 deux espaces vectoriels. L’application A :
Vi — V4 est inéaire si pour tout a, f € R, C et tout v, w € Vq,

Alaw + pw) = aAv + fAw.

27



28 CHAPITRE 3. OPERATEURS LINEAIRES

L’application est anti-linéaire si o, f € R, C et tout v,w € Vy,
A(aw + Bw) = aAv + BAw.

Exemples 3.1.2. 1. L'opérateur de dériation A : C'([a,b]; R) — C([a, b]; R)
défini par u — u' est linéaire.
2. L’opérateur de conjugaison complexe est anti-linéaire.

La composée B o A de deux applications A, B porte le nom d’opérateur
produit.

Définition 3.1.3. Soient Vi, V5, V3 des espaces vectoriels et A : Vi — Vs,
B : Vo — V3. Lopérateur produit BA : Vi — V3 est défini par

(BA)v = B(Av).

La composée d’opérateurs est associative et distributive par rapport a la
somme d’opérateurs.

Si Vi =V, = V3, on peut définir les opérateurs BA et AB. Ces opérateurs
différent en général. Ceci motive les définitions suivantes.

Définition 3.1.4. Soient V un espace vectoriel, A:V =V et B:V = V.
Le commutateur de A et B est l'opérateur

[A, B] .= AB — BA.
L’anti-commutateur de A et B est l'opérateur
{A, B} :== AB + BA.

Les opérateurs A, B commutent (respectivement anti-commutent) si [A, B|
(repectivement {A, B}) est 'opérateur nul.

Exemples 3.1.5. 1. Les opérateurs d/dx et d*/dz? commutent.
2. Les opérateurs x - d/dx et d/dx ne commutent pas.

Définition 3.1.6. Soient un opérateur linéaire A : V. — V et un produit
scalaire (-,-) sur V. L’opérateur A est dit auto-adjoint ou hermitien si

(Av,w) = (v, Aw) ,

pour tout v,w € V.
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Exemples 3.1.7. 1. Considérons l’espace euclidien R® et une application
linéaire A : R3® — R3. Cette application peut se représenter & l'aide d’une
matrice 3 X 3 que nous notons A. L’adjoint de A est l'application linéaire re-
présentée par la matrice transposée de A et A est auto-adjoint si et seulement
si A est une matrice symétrique.

2. Sur lensemble des foncions 21 périodiques, l'opérateur d/dx n’est pas
auto-adjoint.

3. Sur l’ensemble des foncions 2w périodiques, l'opérateur i - d/dx est
auto-adjoint.

3.2 Fonctions propres et valeurs propres

Définition 3.2.1. Soit un opérateur linéaire A :' V — V. Le scalaire a € C
est une valeur propre de A s’il existe v € V' \ {0} tel que

Av = aw. (3.2.1)

Les éléments v satisfaisant (3.2.1) sont appelés fonctions propres (corres-
pondant a la valeur propre o) de lopérateur A.

Si 'opérateur A est hermitien, alors les valeurs propres sont réelles.
Une propriété remarquable des opérateurs hermitiens, est qu’ils permettent
dans de nombreux cas de construire un systéme orthonormé de I’espace dans
lequel ils sont définis. Le systéme est composé des fonctions propres de 'opé-
rateur. Nous nous limitons ici & observer que les fonctions propres asso-
ciées a des valeurs propres distinctes sont nécessairement orthogo-
nales.

Démonstration. Ceci se déduit simplement du calcul suivant. Si v est un
vecteur propre associé a « et w un vecteur propre associé a (3, on a

B (v, w) = (Av,w) = a (v, w)

ce qui implique (v,w) = 0. On a utilisé le fait que 5 = 3 puisque A est
hermitien. O

Exemple 3.2.2. Les fonctions propres de l'opérateur i-d/dx sur l’espace des
fonctions 2m-périodiques forment la base de Fourier.
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3.3 Opérateurs de Sturm-Liouville

Considérons 'opérateur A défini par

1
A = = ol @) + 22 (o)
ou p,w sont des fonctions réelles strictement positives et ¢ est une fonction
réelle.
Pour que A soit un opérateur hermitien, on impose des conditions aux
limites. Supposons que p, ¢, w sont des fonctions définies sur [a, b]. Définissons
le produit scalaire (-,-),, par

<f79>w=/ w(z) f(x)g(z) dx.

Comme nous allons considérer uniquement des fonctions a valeurs réelles,
nous pouvons écrire

<f»9>w:/ w(x)f(zx)g(x)dx.

Pour ce produit scalaire, A est un opérateur hermitien si par exemple

— domA ={f:[a,0] = R | f(a) = f(b) = 0};

— domA ={f :{a,0] = R | f'(a) = f'(b) = 0};

~ domA={f: [a,b] =+ R| f(a) = f'(b) = 0}

— domA ={f:[a,0] = R| f(a)p(a) = f(b)p(b) = 0 et f'(a) = f'(b)}.
On parle respectivement de conditions aux limites de Dirichlet, de Neu-
mann, mixrtes ou périodiques. Les exemples précédents ne donnent pas
une liste exhaustive.

Une fonction non nulle f € domA telle que

—(p(@)f' () + q(x) f(z) = pw(z) f(x)

est une fonction propre de A associée a la valeur propre u. Les fonctions

propres sont orthogonales au sens du produit scalaire (-, ), .

Exemple 3.3.1. Considérons l'opérateur défini par

A(g) = —¢" + 224 + 9,



3.4. FONCTIONS SPECIALES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE 31

ot g : R — R. Il peut étre mis sous la forme de Sturm-Liouville
A g —exp(a?)(exp(—2?)g) + g(z).

Cet opérateur est hermitien pour le produit scalaire

(f,9) = /_OO exp(—z?) f(x)g(x) da.

o0

3.4 Fonctions spéciales de la mécanique quan-
tique

Les exemples qui suivent sont nés de leur intérét en mécanique quantique.
1. Prenons w(x) =1, p(x) =1 — 22, q(z) = % sur [—1,1]. La recherche
des fonctions propres de I'opérateur

m2

1— 22

fro—(Q=an)f)+ f

meéne aux polyndmes de Legendre.

2. Prenons w(x) = exp(—x), p(x) = zexp(—z), ¢(x) = 0 sur [0, +o0]. La
recherche des fonctions propres de 'opérateur

f = —exp(z)(z exp(—z) f')
meéne aux polyndémes de Laguerre.

3. Prenons w(z) = exp(—z?), p(z) = exp(—2?), q(z) = exp(—z?) sur R.
La recherche des fonctions propres de 'opérateur

[ —exp(a®)(exp(—2?) ') + f

meéne aux polynémes de Hermite.

3.5 Oscillateur harmonique quantique

L’Hamiltonien de 'oscillateur harmonique quantique fournit, pour la fonc-
tion d’onde, I’équation

h 1
—%@Z)” + EkIQ’l/J = E@ZJ
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Pour trouver les valeurs de I'énergie £ qui donnent des solutions physique-
ment admissibles, on étudie 1’équation

—f" a2 f =],
ou A € R. En posant f(z) = exp(—3?)g(z), on se ramene a I'équation
—¢"+ 229 + g = \g.

Nous avons vu précédemment que cette équation est 1’équation aux valeurs
propres pour 'opérateur de I’exemple 3 de la section précédente. Les fonctions
propres sont les polynéomes de Hermite.

La recherche de solutions sous forme de série de Taylor

g(x) = Z cna”
n=0

transforme 1’équation différentielle en une récurrence sur les coeflicients ¢, :
(k+2)(k+1)cpo = (1= X+2k)cg, k>0.

Seules les solutions polynomiales sont physiquement admissibles. On obtient
alors deux familles de polyndémes. La premiére en choisissant ¢ = 0 et A =
2k+1 avec k entier et impair ; la deuxiéme en choisissant ¢; =0 et A = 2k+1
avec k entier et pair. Dans les deux cas, la série s’arréte au degré k. Les
premiers polynémes de Hermite sont les fonctions

Ho(z) =1, Hy(7) = 2z, Hy(z) = 42® — 2, ...

Il y a bien entendu un choix arbitraire a faire pour déterminer les coefficients
et la convention habituelle est de choisir la normalisation qui donne la va-
leur 2" au coefficient de degré maximal de H,,. Les solutions de 'oscillateur
harmonique quantique sont les fonctions

ful) = exp(—%) Hao).



Chapitre 4

Transformées de Fourier et de
Laplace

4.1 Transformée de Fourier

Si g est une fonction 27-périodique, sa série de Fourier s’écrit

(SHH) =D are™,

keZ

ol les coefficients sont donnés par
oy = 1 /7r f(t)e’ikt dt.
2 ),

Le changement de variable

ti—>tT
2T

montre que pour une fonction f qui est T-périodique, nous pouvons écrire la
série
Z 2m
&T,kezk = t’
ou
1 [z
k2
ark = — ft)e *Ttdt,
k] T 72
2

11 s’agit en fait de la décomposition de f dans la base {eik%ﬂt | k € Z} des
fonctions T-périodiques.

33
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Lorsque T tend vers l'infini, la série de Fourier peut étre vue comme une
somme de Riemann qui tend vers ’expression

+00 )
/ g(g)eﬂﬂ'{t df,

o0
ou

+oo
9= [ gls)e e as

oo

Ceci motive les définitions suivantes.

Définition 4.1.1. La transformée de Fourier de la fonction f: R — C
est la fonction F[f] : R — C définie par
A er .
FIfI() == f(§) = (s)e™"m ds.

—00

La transformée de Fourier inverse de la fonction h : R — C est la
fonction F~1h] : R — C définie par

~ +(X) .
F1R](s) == h(s) = / h(£)e™™ d¢.

— 00

Pour les bonnes fonctions, on a la formule d’inversion

qui peut s’écrire
ou

ce qui justifie les notations.

Exemples 4.1.2. 1. La fonction 11 définie par
() = {1 siz€]|-1/2,1/2],

0 sinon,

sin(7€)
€&

2. La fonction exp(—|t|) a pour transformée la fonction 2(47%€? + 1)1,

a pour transformée la fonction ﬂ(f) =
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4.1.1 Propriétés de la transformée de Fourier

Les propriétés suivantes sont utiles dans les applications pratiques mais
également pour le calcul de certaines transformées.

1. Linéarité

La transformée de Fourier est linéaire. Pour rappel, cela signifie que

Flof + Bg] = aF[f] + SFlg],
ou «, 3 € Cet f,gsont des fonctions transformables.

Démonstration.

Flos + gl = [ (@/(6) + 9(5)) s

o)

+o00 ) +o00 )
= f(s)e s +/ g(s)e” ™5 ds

[e.e]

= aF[f] + BF[g].

2. Formule du retard
i fiolt) = F(t — to), alors
fio(€) = exp(—2miéty) ().

Démonstration.

—+00

fio (&) = fls — to)e 25 ds

—00

+oo +oo
_ f(s)e—i%rf(s-‘rto)ds — e—i?ﬂfto / f(8>e—i27r$5ds

[e.e]

= exp(—2mito) f (£).



36 CHAPITRE 4. TRANSFORMEES DE FOURIER ET DE LAPLACE

3. Formule de translation

Si ge, () = f(t) exp(2mi&ot), alors

~

F(€ = &) = 95(8).

Démonstration.

+o0 A
Ge, (&) = /_ f(s) exp(2mi&ys)e” ™ ds

o

= / ” f(s)exp(—2mi(§ — &)s)ds = JE(S —&o)-

—00

4. Formule de changement d’échelle

Si fo(t) = f(t/a), ou a # 0, alors
fal&) = lalf (ag).

Cette observation a pour conséquence que la transformée d’une fonction paire
est une fonction paire. De méme pour une fonction impaire.

Démonstration. On fait le changement de variable ¢ = s/a, ce qui donne si
a est strictement négatif :

—+00

ful6) = f(s/a)e 2™ ds

—+00 +oo
=— f(t)e 2t gt — —a/ f(t)e st qt

= |al f(a).

o0

On fait de méme pour a strictement positif. n
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5. Formule de la dérivée

Si limys 00 f(5) = 0, alors

F1(€) = 2mie f(€).

Démonstration.

“+o00

flo = [ rems

= [f( im0 / F(5)(—i2m€)e

_ 227].5 f( ) 7127r£sd8

—00

= 2mil f(£).

6. Dérivée d’une transformée

Si h(s) = sf(s), alors
Démonstration.

= f(s)(—i2ms)e™ 2™ ds

— 00

+o0
= —22'7T/ sf(s)e 25 ds

o0

= —2mih(£).

—i2m€s ds

37



38 CHAPITRE 4. TRANSFORMEES DE FOURIER ET DE LAPLACE

Les formules 5 et 6 entrainent que la transformée de la Gausienne f,
définie par f,(t) = exp(—a?t?) est solution de I'équation différentielle

a?y (€) = —2m2Ey(€)

et satisfait la condition initiale

f/.;(o) = /_OO exp(—a?t?) dt = ﬁ

0o (0%

Des lors,

Fu©) = Y exp(-T50).

En particulier, pour le paramétre a = /7, on voit que f, et sa transformée
coincident.

7. Formule de Dirichlet

Si ¢ désigne la mesure de Dirac définie (dans un sens a préciser que nous
n’expliquons pas dans ce cours) par la formule

£(0) = / " 5(@)f () do,

—00

pour toute fonction f qui décroit a l'infini, alors

o we
ilg%jexp(— 2 ) = (5)7
et on a formellement
A T L N3 w22
1(5) - i{%f&(ﬁ) - g}iﬂ)jexp<_ 2 )7

i.e. 1 = 4. On observe en effet que

£(0) = nm\/j/w exp(_”af )f(2) da.

a—0 oo

La méme heuristique suggeére que

£(0) = lim 1 [ sin(kz)

k—oo T J_

f(z) dx

00 xz

et donc
1 sin(kx)
m —

k—oo T i

=d(x).
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8. Formule de Plancherel

La transformée de Fourier conserve le produit scalaire

(f.g) = / " fgD .

c’est-a-dire
(fr9)={f.9).

En particulier, on obtient la formule de Plancherel

| iwra= [ iiwpa.

[e.o] o0

Cette formule montre par exemple que

00 4 00

.

4.1.2 Utilisation des résidus

et

. 2 0o
Sm(”)‘ dt:/ ()2 dt = 1.

it

(e 9]

Dans certain cas, le calcul de la transformée de Fourier de f peut se faire
en étendant la fonction g(t) := f(t)exp(—2mitf) dans le plan complexe. La
méthode peut se résumer de la fagon suivante. Appliquée a g, elle nécessite
de choisir judicieusement le contour en fonction du signe de &.

Si h: C — C n’a pas de singularité sur 'axe réel, on peut écrire

/_Zh(t)dt:]gr;o _Zh(t)dt:}%i_rgo (/FRh(z)dz_/mh(z)dZ)

ou ['g est le bord d'un demi-disque de rayon R centré en 0 et vg est le bord
du méme demi-disque privé du diamétre [—R, R).
Si
lim h(z)dz =0

R—o0 R
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et si, de plus, I'g, entoure toutes les singularités de h dans le demi-plan qui

le contient, alors
/ h(t)dt = / h(z)dz.
—00 FRO

La derniére intégrale sur ', se calcule par la méthode des résidus. En prin-
cipe, il faut vérifier la condition

lim h(z)dz=0
R—o0
TR

au cas par cas, mais si |zh(z)| — 0 lorsque |z| — oo, alors elle est auto-
matiquement satisfaite. Le rayon Ry est choisi de telle sorte que toutes les
singularités dans le demi-plan (contenant les demi-cercles) sont a l'intérieur
du contour I'g,.

Si h: C — C a une singularité réelle pure en 2y, on peut écrire

fe’e) 20—T R
/ h(t)dt — Jim lim < / h(t) dt + / ht) dt) |
oo R—o00 r—0 _R Zo+r

Pour calculer le membre de droite, on considére cette fois le contour I'g . qui
est le demi-cercle yi de rayon R centré en zp, suivi du segment [—R, zg — 7],
du demi-cercle ~, de rayon r centré en zy et pris dans le sens négatif et du
segment [z9 + 7, R]. Si |(z — 20)h(z)| — 0 lorsque z — zy, alors

lim [ h(z)dz=0,
r—0t "

si |(z — zo)h(2)| — 0 lorsque |z — 25| — o0,

lim h(z)dz=0
R—o0
VR

et on peut terminer le calcul en utilisant la méthode des résidus.

4.2 Transformée de Laplace

La transformée de Fourier est contenue dans la transformée de Laplace
bilatere.
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Définition 4.2.1. La transformée de Laplace de la fonction f : R — C
est la fonction L[f] : domL[f] C C — C définie par

LA = [ atea

o

pour les valeurs de z € C ou l'intégrale est bien définie.

On voit que L[f](2mi&) = F[f](§), ou £ € R. En particulier, si f admet
une transformée de Fourier, ’axe imaginaire pure est dans le domaine de L|f]
mais en général, le domaine de définition de L[f] n’est pas C tout entier. C’est
le cas de la transformée de I’échelon de Heaviside H défini par H(t) = 1 si
t>0, H(t) =0sit <0.On observe que L[H](z) n’est défini que si la partie
réelle de z est positive et dans ce cas, L[H|(z) = 1/z.

Vocabulaire : on dit que L[f] est la transformée de f et que f est I'original
de L[f], ce qu’on note parfois f T L[f].

1

Exemples 4.2.2. 1. La fonction t — H(t)sint a pour transformée

1422
si Re(z) > 0.
2. La fonction t — exp(—|t|) a pour transformée la fonction 25 si —1 <
Re(z) < 1.

4.2.1 Propriétés de la transformée de Laplace

Les propriétés suivantes sont utiles dans les applications pratiques mais
également pour le calcul de certaines transformées. Les preuves sont exacte-
ment les mémes que pour la transformée de Fourier.

1. Linéarité
La transformée de Laplace est linéaire. Pour rappel, cela signifie que
Liof + Bgl(2) = aL[f](z) + BL[g](2),

ou a, f € C et z est dans U'intersection des domaines de L[f] et L[g].

2. Formule de changement d’échelle
Si f,(t) = f(t/a), o a # 0, alors
Lfa](2) = lalL]f](a2).
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3. Formule du retard
Si fi,(t) = f(t —to), alors
L[fi](2) = exp(—zto)L[f](2).

4. Formule de translation en z
Si fo(t) = f(t) exp(20t), alors
L[f1(z = 20) = L[fx](2).

5. Formule de la dérivée
Si limygyee f(2) exp(—2t) = 0, alors
L[f)(2) = 2 L[f](2).

Il est intéressant de considérer aussi le cas ot f est singuliére en un point ¢.
Dans ce cas, sous la méme condition, on obtient

Lf)(2) = (f(ta) — f(t5)) exp(—2to) + 2 Lf](2).

La formule de dérivation est souvent utilisée dans le cas particulier ou f est
le produit pH et ¢ est une fonction réguliére. Dans ce cas, ¢ H a un saut en
to = 0 et la formule de dérivation donne

LIH¢)(2) = 2 L[H¢](2) — ©(0).

6. Dérivée d’une transformée

Si h(t) =tf(t), alors

7. Formules des valeurs initiales et finales

Si ¢ est une fonction réguliére, on obtient respectivement les formules
de la valeur initiale et de la valeur finale

(0) = lim zL[Hyp](z)
et
lim p(t) = zl_i)I(I)1+ zL[Hp](2).

t—o00
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8. Convolution

Si f et g sont des fonctions définies sur R, on peut définir le produit de
convolution

frg®) = [ St - ) do

On a alors

LLf x g](2) = LIf1(2)LIg](2).

4.2.2 Utilisation des propriétés pour calculer des trans-
formées ou des originaux

Considérons par exemple la fonction “porte” Il définie précédemment.
Comme on peut écrire

(1) = Hit+5) — H(t - ),

on voit que
exp(3) — exp(5°)

Limj(z) = S22
La formule de translation en z montre que si Re(z + «) > 0,
1
—L[H — L[H_(),
LU+ 0) = ()
i.e. la fonction t — H(t) exp(—at) est 'originale de zj%g
Calculons Doriginal de 1/z%. On voit que 1/2? est la dérivée de —1/z, i.e.
1 d 1 d
S L N
L th L

et done la formule de dérivation de la transformée donne
1
2 t H(t),

pour Re(z) > 0. La transformée du produit de convolution donne une autre
facon de retrouver Poriginal de la fonction 1/22. En effet, 1/22 = (L[H](2))?
et donc

ggzﬂ*ﬂuy:Uﬂw

Il existe une formule d’inversion que nous ne donnons pas dans ce cours.
Pour retrouver un original, nous utiliserons une table de transformées et les
propriétés. Considérons deux exemples typiques.
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Sip(z) = le%, on peut écrire

1 1

S

La formule de translation en z donne

1
LIH o - )
Ha)) =
si Re(z + a) > 0. On voit donc que
5 = L))
42 -2\
et
5 = LA
243 D

si bien que l'original de ¢ est la fonction
H{(t)(exp(—2t) — exp(—3t)),

pour Re(z) > —2.

Si(z) = ZQJF%GQ ol a est un nombre réel positif, on a

1 1 1

Pra® @ (2?41
Notons g(t) = H(t)sint. On a vu précédemment que L[g](z) = 1/(1 + 2?).

On a donc
1 1 z

—— = —Llg](—).
224+a?  a? [g](a)
Utilisons la formule de changement d’échelle. Il vient

1 1
m = EL[QW] (2)

et donc l'original de ¢ est la fonction ¢ — L H(t) sin(at).



Chapitre 5

Applications

5.1 Résolution de I’équation de la chaleur — ap-
plication des séries de Fourier

La loi de diffusion de la chaleur dans une barre d’épaisseur négligeable
meéne a ’équation aux dérivées partielles

o  ,0°T
ot~ o2

La fonction 7'(z,t) donne la température au point = a I'instant ¢. Si la barre,
supposée de longueur 7 (pour simplifier les calculs) est refroidie a 0 degré
a ses extrémités, c’est-a-dire en x = 0 et * = 7, nous devons imposer les
conditions aux limites 7°(0,¢) = T'(w,t) = 0 a tout instant ¢ > 0. Nous
supposons finalement que la distribution de chaleur dans la barre a I'instant
initial ¢ = 0 est donnée par la fonction positive 7(z).

La méthode de séparation des variables consiste & chercher une solution
sous la forme T'(z,t) = u(z)v(t). La recherche d’une telle solution nous meéne
a la série

T(x,t) = Z dy, sin(kx) exp(—a®k?t),

keN

ou les coefficients dj, sont les coeflicients de Fourier dans la base 27-périodique
de la fonction 7 étendue de fagon impaire sur [—7, 7]. On observe en particu-
lier que la température diminue au cours du temps et tend uniformément vers
la température 0 (température a laquelle sont maintenues les extrémités).

45
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5.2 Formule de D’Alembert pour I’équation des
ondes — application de la transformée de
Fourier

Notons u(t, ) la position d’une corde horizontale par rapport & sa position
d’équilibre. La loi de Hooke méne a I'équation
2 2
%(m,t) = 02%(% t)
pour décrire ’évolution au cours du temps de la position de la corde. Dans
ce contexte, ¢? est le rapport de la tension de la corde au repos et de la masse
par unité de longueur.

Cette équation, appelée équation des ondes, apparait également en élec-
tromagnétisme ou elle décrit ’évolution du champs électrique et de 'induc-
tion magnétique dans le vide. Elle se déduit alors des équations de Maxwell.
Le paramétre ¢ est dans ce cas la vitesse de la lumiére dans le vide.

L’équation des ondes apparait aussi dans d’autres champs d’application
des mathématiques, notamment dans 1’étude des ondes acoustiques ou sis-
miques.

De maniére générale, et quelque soit le contexte (ou presque), le paramétre
c joue le role de la vitesse de propagation de 'onde considérée.

Il est simple de vérifier que si ¢ est une fonction deux fois dérivable, alors

u(z,t) = oz + ct)

et
u(z,t) = p(z — ct)

sont des solutions de I’équation. Il s’agit en fait de la méme onde qui se
déplace a vitesse c en directions opposées. En effet, & chaque instant le profile
¢ est simplement translaté en espace de +ct.

Ces deux ondes satisfont la condition initiale u(z,0) = ¢(x). Si on impose
les conditions initiales u(z,0) = f(z) et u(x,0) = 0, alors une solution
s’obtient en superposant les ondes f(x + ct) et f(z — ct), c’est-a-dire en
prenant

(f(x +ct) + f(x —ct)).

DN —

u(z,t) =
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Pour obtenir une solution qui satisfait les conditions initiales u(z,t) = 0
et uy(z,0) = g(x), on prend

1 z+-ct
u(x,t) = 2—0/ g(s)ds.
r—ct

Dés lors une solution de I’équation avec données initiales u(x,t) = f(x)
et uy(x,0) = g(x) est donnée par la formule suivante, dite de d’Alembert,

N | —

wx,t) == (f(r+ct) + flx —ct)) + l/HC g(s)ds.

2¢ —ct

C’est en fait la seule solution de I’équation qui satisfait ces données initiales.

La transformée de Fourier permet d’obtenir cette formule si f et g sont
des fonctions qui décroissent a l'infini. La méthode consiste & prendre la
transformée des deux membres de I'équation des ondes. Si @ désigne la trans-
formée de Fourier de u dans la variable d’espace x, on obtient une équation
plus simple pour v(t) = (&, t) a & fixé. En effet, v satisfait 1'équation diffé-
rentielle ordinaire (I’équation des ondes est, elle, une équation aux dérivées
partielles)

V' (t) 4+ 4r*PEu(t) = 0.

En résolvant cette équation et en utilisant la transformée inverse et les condi-
tions initiales pour u pour déterminer les constantes arbitraires, on obtient
la formule de d’Alembert.

5.3 Circuit RC — application de la transformée
de Laplace

Dans cette section, nous illustrons le filtrage d’une équation différentielle
soumise & des contraintes de sauts. Filtrer une EDO consiste simplement a
prendre la transformée de Laplace des deux membres de I’équation et obtenir
une formule (la plus explicite possible) pour la transformée de Laplace de la
solution recherchée.

Considérons un systéme RC (résistance-condensateur) dont 1’évolution
dans le temps est décrite par I’équation
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La fonction e modélise une impulsion. Elle satisfait e(¢) = 0 si t < 0. Nous
cherchons la réponse ¢(t) du systéme a cette impulsion. La variation de g,
c’est-a-dire ¢/, correspond a l'intensité instantanée.

Nous cherchons donc une solution continue ¢ de I’équation pour ¢t > 0 qui
satisfait ¢(t) =0sit < 0.

En prenant la transformée de Laplace des deux membres de I’équation et
en utilisant les propriétés de la transformée, on obtient la relation

Ligl(s) = L[r = e](s),

r(t) = }%H(t) exp(—t/RC).

On voit donc que la réponse du systéme est

q(t) = (rxe)(t),

c’est-a-dire qu’elle se calcule a ’aide du produit de convolution de la fonction
r qui ne dépend que du systéme (de R et de C) et de 'impulsion e.

5.4 Résolution de I’équation de Schrodinger de
I’atome d’hydrogéne — application des fonc-
tions spéciales de la mécanique quantique

L’atome d’hydrogéne est le plus simple de tous les atomes du tableau pé-
riodique. Dans le cadre de la mécanique quantique, I’étude de I’atome d’hy-
drogéne est un probléme a deux corps analytiquement soluble, du moins si
I’on se limite au cas non-relativiste d’'un hamiltonien dans lequel on considére
uniquement l'interaction coulombienne entre le proton et I’électron, supposés
ponctuels.

L’atome d’hydrogéne est constitué d’un noyau comprenant un seul proton.
L’interaction dominante entre le noyau et 1’électron est d’origine électrosta-
tique. La force dérive du potentiel

Vir)=-— ,
(r) dmegr

ou r est la distance du noyau a 1’électron et e est la charge élémentaire. La

constante gy se déduit du rayon de Bohr de 'atome d’hydrogéne, a partir de

la constante de Planck, de la charge élémentaire et de la masse de I’électron.
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L’étude de I’'Hamiltonien de ce probléme a deux corps quantique méne a
I’équation de Schrodinger

—Au+ V(r)u = Eu,

ou u(r,0,¢) est la fonction d’onde (en représentation position et décrite
dans les coordonnées sphériques de R3), V est le potentiel Coulombien et
E est I'énergie de 'atome. Nous avons négligé dans cette équation les valeurs
exactes des constantes qui y apparaissent.

La résolution mathématique de cette équation permet de déterminer les
états énergétiques possibles de I'atome d’hydrogéne. On observe alors une
quantification de ’énergie de ’électron qui s’écrit sous la forme

En = —El/n2,

ou Fj est I’énergie d’ionisation de 'atome (calculable & partir de la masse de
l'atome, de la charge élémentaire et de la constante de Planck).

Nous ne résolvons pas complétement I’équation dans ces notes. Nous mon-
trons simplement que les fonctions spéciales de la mécanique quantique (voir
la section 3.4) apparaissent naturellement dans ce contexte. Nous remarque-
rons aussi que la résolution du probléme passe par la recherche de valeurs
propres et de fonctions propres d’opérateurs de Sturm-Liouville.

Rappelons que 'opérateur A est défini par

Pu  0*u  *u

Au = 927 + Oy + 92 = div(Vu)

ou la divergence de u est définie par

ou Ou Ou

div(u):%+8_y+$

et le gradient de u est défini par

Ju Ou Ou
Vo= (5 55)

En coordonnées sphériques, le laplacien s’écrit

lg 22 + 1 g 'Qﬁ +#0_2
r2ar \\ or 2sinfog \ o9 72 sin? 6 Op?
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Si u(r, 0, ) sécrit R(r)T(0)F(g), alors I'équation devient

1d(2dR 1 d< dT) 1 &F
—— |

rar \" ar sinf-2g

T'sin 6 do

E—Vy? L
) * Virt+ Fsin? 0 dp?

Dés lors, on voit successivement qu’il existe A € R et u € R tels que

1
1d (rzdR) +(E-V)r? =),

Rdr \' dr
! i sin&d—T +—1 dQ_F__)\
T sin 6 do b Fsin?0dg? 7
et
2
__~ _F=uF 5.4.1
g2l = (5.4.1)
-1 0 dT 1
——— | sinf— T=M\TI 5.4.2
sin 0 00 (Sm de) T omZe (5.4.2)

Comme F' est 27 périodique (i.e. F(—m) = F(w) et F'(—7) = F'(m)), la
résolution de (5.4.1) entraine que u = m? avec m € N.
Si T'(6) = t(cos ), I'équation (5.4.2) en t devient

(@2 -+ 22t + (L= —X)T =0 (5.4.3)
1 — a2
En supposant = m? et t(z) = (1 — 22)% g(x), on voit que g satisfait
(> = 1)g" +2(1 + m)zg — (A —m(m+1))g=0 (5.4.4)

La résolution de cette équation méne aux polynomes de Legendre. [Bon
exercice : résoudre pour m = 0 par développement en série en ne gardant
que les solutions polynomiales.|

En prenant le potentiel Coulombien V' (r) = —2a/r, on voit que I’équation

pour R s’écrit
1d [ ,dR 2 A
“Rdr ( %) = (E+7+T—2)R'

Apreés quelques manipulations algébriques, on voit que la fonction

R(r) = (%)kem—%m(%)
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est une solution si h satisfait 1’équation
a

zh” + 2k +2 —x)h — (; —(k+1)h=0,

siA\=k(k+1), k € Net E = —~?. La résolution de cette équation fait appel
aux polynomes de Laguerre.
[Bon exercice : résoudre I’équation

zh” + (1 —z)h' —puh =0

en développement en série en ne gardant que les solutions polynomiales.|



